
№ 1 (33), 2015                                 Физико-математические науки. Математика  

Physical and mathematical sciences. Mathematics 37

УДК 519.718 
М. А. Алехина, С. П. Каргин 

АСИМПТОТИЧЕСКИ ОПТИМАЛЬНЫЕ ПО НАДЕЖНОСТИ 
СХЕМЫ В БАЗИСЕ РОССЕРА – ТУРКЕТТА В P4

1 
 
Аннотация.  
Актуальность и цели. Многозначная логика предоставляет широкие воз-

можности для разработки различных алгоритмов во многих областях. Она 
позволяет уменьшить как вычислительную сложность, так и размеры, число 
соединений в различных арифметико-логических устройствах, повысить плот-
ность размещения элементов на схемах, найти альтернативные методы реше-
ния задач. Уже сейчас многозначная логика с успехом применяется при реше-
нии многих задач и во множестве технических разработок. Среди них различ-
ные арифметические устройства, системы искусственного интеллекта и обра-
ботки данных, обработки сложных цифровых сигналов и т.д. Определенный 
интерес представляет задача исследования надежности функционирования 
схем в полном конечном базисе из k-значных функций (k ≥ 3). Задача построе-
ния надежных схем в произвольном полном базисе из трехзначных функций 
(т.е. при k = 3) решена в диссертации О. Ю. Барсуковой. Цель работы –  
построить асимптотически оптимальные по надежности схемы в базисе Россе-
ра – Туркетта при k = 4.  

Результаты. Найдена схема, которую можно использовать для повышения 
надежности исходных схем, получено рекуррентное соотношение для нена-
дежностей исходной схемы и предлагаемой схемы. Описан метод синтеза 
надежных схем, получена верхняя оценка ненадежности схем. Описан класс 
функций K, содержащий почти все четырехзначные функции, и доказана ниж-
няя оценка ненадежности схем, реализующих функции из этого класса. Для 
функции из класса K построена схема, верхняя и нижняя оценки ненадежности 
которой асимптотически равны. 

Выводы. Почти любую функцию четырехзначной логики можно реализо-
вать асимптотически оптимальной по надежности схемой. 

Ключевые слова: функции четырехзначной логики, ненадежные функци-
ональные элементы, синтез схем из ненадежных элементов. 
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ASYMPTOTIC RELIABILITY-OPTIMAL CIRCUITS  
IN THE ROSSER-TURKETT BASIS IN P4 

 
Abstract.  
Background. The multivalued logic offers ample opportunities for various algo-

rithms development in multiple fields. It allows to decrease both the computational 
complexity and the magnitude, a number of connections in various arithmetic and 
logic units, to increase the density of gate placement on circuits, to find alternative 
methods of problem solving. Already nowadays the multivalued logic is successful-
ly applied for solution of multiple problems and in many technological develop-
ments. The latter include various arithmetical devices, systems of artificial intelli-
gence and data processing, complex digital signal processing etc. The research of re-
liability of circuit functioning in the complete finite basis from k-valued functions  
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(k ≥ 3) is of certain interest. The problem of reliable circuit building in a random 
complete basis from three-valued functions (i.e. k = 3) has been solved in the thesis 
work by O.Yu. Barsukova. The aim of the work is to build asymptotically reliabil-
ity-optimal circuits in the Rosser-Turkett basis at k = 4.  

Results. The authors found a circuit that may be used to increase the reliability of 
initial circuits, obtained a recurrent correlation for unreliabilities of the initial circuit 
and the estimated circuit. The researchers described the method of reliable circuits 
synthesis, obtained the upper estimate of circuit unreliability. The article describes K 
class functions, containing almost all four-valued functions, proves the lower esti-
mate of circuit unreliability, realizing function of the said class. For the K class 
functions the authors built a circuit, the lower and upper estimates of which are as-
ymptotically equal. 

Cocnlusions. Almost any function of four-valued logic may be realized by an 
asymptotically reliability-optimal circuit. 

Key words: four-valued logic functions, unreliable functional gates, synthesis of 
circuits composed of unreliable gates. 

Введение 

В современной технике и математике в подавляющем большинстве 
случаев используется двузначная логика. Это исторически сложившееся по-
ложение предопределено ее сравнительной простотой и сделало ее примене-
ние предпочтительным (в сравнении с другими логическими системами)  
с технической и экономической точек зрения. Основные модельные объекты, 
работающие на основе двузначной логики (например, схемы из ненадежных 
элементов [1–3], неветвящиеся программы [4]) на данный момент являются 
хорошо изученными. Однако сложность решаемых задач, а следовательно  
и технических устройств, постоянно возрастает. 

Многозначная логика предоставляет более широкие возможности для 
разработки различных алгоритмов во многих областях. Она позволяет 
уменьшить как вычислительную сложность, так и размеры, число соедине-
ний в различных арифметико-логических устройствах, повысить плотность 
размещения элементов на схемах, найти альтернативные методы решения 
задач. 

Уже сейчас многозначная логика с успехом применяется при решении 
многих задач и во множестве технических разработок. Среди них различные 
арифметические устройства, системы искусственного интеллекта и обработки 
данных, обработка сложных цифровых сигналов и т.д. 

В работе [5] описан функционально полный в P3 базис, в котором на 
компромиссной основе согласованы математические и технические (МДП-
техники) требования и интересы; а также рассмотрены некоторые аспекты 
синтеза электронных схем в этом базисе. В работе [6] построен функцио-
нально полный в P4 базис, реализуемый в МОП-структурах. В работе [7] опи-
саны свойства четырехзначных функций, схемы которых можно использовать 
для повышения надежности исходных схем, и изложен соответствующий ме-
тод синтеза. 

Таким образом, определенный интерес представляет задача исследова-
ния надежности функционирования схем в полном конечном базисе из  
k-значных функций (k ≥ 3). Задача построения надежных схем в произволь-
ном полном базисе из трехзначных функций (т.е. k = 3) решена в диссертации  



№ 1 (33), 2015                                 Физико-математические науки. Математика  

Physical and mathematical sciences. Mathematics 39

О. Ю. Барсуковой [8], а в работе [9] решена задача синтеза асимптотически 
оптимальных по надежности схем в базисе Россера – Туркетта при k = 3.  

Цель данной работы – построить асимптотически оптимальные по 
надежности схемы в базисе Россера – Туркетта при k = 4.  

Постановка задачи 

Пусть n∈N , а 4P  – множество всех функций четырехзначной логики, 

т.е. функций 1( ,..., ) :{0,1,2,3} {0,1,2,3}n
nf x x → . Рассмотрим реализацию 

функций из множества 4P  схемами из ненадежных функциональных  

элементов в базисе Россера – Туркетта { 0 2 11 1 1 1 30,1,2,3, ( ), ( ), ( ), ( ),J x J x J x J x  

}1 2 1 2min{ , },max{ , }x x x x  ( 1 2min{ , }x x  будем также обозначать через &, а 

1 2max{ , }x x  – через ∨  [10]). 

Будем считать, что схема из ненадежных элементов реализует функцию 

1( ) ( ( ,..., ))n n
nf x x x x=  , если при поступлении на входы схемы набора na  при 

отсутствии неисправностей в схеме на ее выходе появляется значение ( )nf a . 

Пусть схема S  реализует функцию ( )nf x , na  – произвольный вход-

ной набор схемы S , ( )nf a = τ . Обозначим через ( , )n
iP S a  вероятность появ-

ления значения ( {0,1,2,3})i i∈  на выходе схемы S  при входном наборе na , а 

через 
( )

( , )n
n

f a
P S a≠τ   – вероятность появления ошибки на выходе схемы S  

при входном наборе na . Ясно, что  

( )
( , ) ( , ) ( , ) ( , )1 2 3

n n
n

n n
f a

P S a P S a P S a P S a≠τ = + +τ + τ + τ +     , 

в выражениях 1τ + , 2τ +  и 3τ +  сложение осуществляется по mod 4 . 

Например, если входной набор na  схемы S  такой, что ( ) 0nf a = , то 

вероятность появления ошибки на этом наборе равна 

( ) 0
( , ) ( , ) ( , ) ( , )1 2 3n

n n n n
f a

P S a P S a P S a P S a≠ = + +     . 

Ненадежностью схемы S , реализующей функцию ( )nf x , будем 

называть число ( )P S , равное наибольшей из вероятностей появления ошибки 

на выходе схемы S . Надежность схемы S  равна 1 ( )P S− . 

Предполагается, что элементы схемы независимо друг от друга с веро-
ятностью ( (0,1 / 6))ε ε∈  подвержены инверсным неисправностям на выходах, 

т.е. каждый базисный элемент с функцией ( ) ( {1,2})kx kϕ ∈  на любом вход-

ном наборе ka  таком, что ( )kaϕ = τ , с вероятностью ε  выдает значение 

1 ( mod 4)τ + , с вероятностью ε  выдает значение 2 (mod 4)τ +  и с вероятно-

стью ε  выдает значение 3 (mod 4)τ + . Очевидно, что ненадежность любого 

базисного элемента равна 3ε , а надежность – (1 3 )− ε . 
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Рекуррентное соотношение 

Пусть ( )nf x  – функция из 4P , а S  – любая схема, реализующая функ-

цию f . Покажем, каким образом по схеме S  построить схему, которая реа-

лизует ту же функцию f , но, возможно (при некоторых условиях на ( )P S ), 

более надежно. Для этого возьмем четыре экземпляра схемы S  и соединим 
их выходы со входами базисного элемента E , реализующего функцию & . 
Полученную схему назовем схемой D. Далее возьмем два экземпляра схемы 
D и соединим их выходы со входами базисного элемента E , реализующего 
функцию ∨ . Новую схему обозначим ( )Sψ . Нетрудно проверить, что ( )Sψ  

реализует ту же функцию f . 

В теореме 1 найдено рекуррентное соотношение для ненадежностей 
схем S  и ( )Sψ . 

Теорема 1. Пусть f  – произвольная функция из 4P , S  – любая схема, 

реализующая f , а ( )P S  – ненадежность схемы S . Тогда схема ( )Sψ  реали-

зует функцию f  c ненадежностью ( ( ))P Sψ , удовлетворяющей неравенству 
2( ( )) 9 36 ( ) 6 ( )P S P S P Sψ ≤ ε + ε + . 

Доказательство. Пусть f  – произвольная функция. Без ограничения 

общности можно считать, что f  зависит от переменных 1,..., nx x . Пусть S  – 

любая схема, реализующая f , na  – произвольный набор, ( )nf a = τ . Обо-

значим через p  вероятность появления ошибки 
( )

( , )n
n

f a
P S a≠τ   на выходе 

схемы S  (т.е. 
( )

( , )n
nf a

p P S a≠τ=   ) и найдем вероятность ошибки на выходе 

схемы ( )Sψ  на этом же наборе, учитывая, что ненадежность подсхемы из 

трех элементов (двух конъюнкторов и одного дизъюнктора) не более 9ε : 

4
4 3 4

4( )
2

( ( ), ) (1 ) 9 4 (1 ) 9 (1 ) .n
n i i i

f a
i

P S a p p p C p p−
≠τ

=
ψ ≤ − ⋅ ε + − ⋅ ε + −   

Найдем верхнюю оценку выражения  

4
4

4
2

(1 )i i i

i

C p p−

=
− : 

2
4

4 2 2 3 4 3 4 2
4

2

(1 ) 6 (1 2 ) 4 (1 ) 6 8 3 6i i i

i

C p p p p p p p p p p p p−

=
− = − + + − + = − + ≤  

при всех [0,1]p∈ . 

Тогда  

2
( )

( ( ), ) 9 36 .6n
n

f a
P S a p p≠τ ψ ≤ ε + ε +   

Следовательно, 2( ( )) 9 36 ( ) 6 ( ).P S P S P Sψ ≤ ε + ε +   
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Теорема 1 доказана. 
Используя теорему 1, получим верхнюю оценку ненадежности схем. 

Верхняя оценка ненадежности схем 

Лемма 1. При любом n∈N  любую функцию 1( ,..., ,..., )k nf x x x  можно 

представить следующим образом: 
1) при 1k = : 

1 2 0 1 2 1 1 2( , ,..., ) ( ) & (0, ,... ) ( ) & (1, ,... )n n nf x x x J x f x x J x f x x= ∨ ∨  

2 1 2 3 1 2( ) & (2, ,..., ) ( ) & (3, ,..., );n nJ x f x x J x f x x∨ ∨  

2) при k ∈{2, ..., n – 1}: 

1 1 1 0 1 1 1( ,..., , , ,..., ) ( ) & ( ,..., ,0, ,..., )k k k n k k k nf x x x x x J x f x x x x− + − += ∨  

1 1 1 1 2 1 1 1( ) & ( ,..., ,1, ,..., ) ( ) & ( ,..., ,2, ,..., )k k k n k k k nJ x f x x x x J x f x x x x− + − +∨ ∨ ∨  

3 1 1 1( ) & ( ,..., ,3, ,..., );k k k nJ x f x x x x− +∨  

3) при k n= : 

1 1 0 1 1 1 1 1( ,..., , ) ( ) & ( ,..., ,0) ( ) & ( ,..., ,1)n n n n n nf x x x J x f x x J x f x x− − −= ∨ ∨  

12 1 1 3 1( ) & ( ,..., ,2) ( ) & ( ,..., ,3).nn n nJ x f x x J x f x x −−∨ ∨  

Теорема 2. Любую функцию 4f P∈  можно реализовать такой схемой 

D', что при всех (0,1 /1000]ε∈  верно неравенство ( ) 11P D′ ≤ ε . 

Доказательство. Индукция по числу n  переменных функции ( )nf x . 

1. Докажем утверждение для 1n = , т.е. для всех возможных функций 
( )f x , зависящих от одной переменной x . Представим функцию ( )f x  в пер-

вой форме: 20 1 3( ) ( ) & (0) ( ) & (1) ( ) & (2) ( ) & (3).f x J x f J x f J x f J x f= ∨ ∨ ∨  

Чтобы промоделировать эту формулу схемой (обозначим ее S ′ ), потре-
буется не более 15 элементов. Поэтому ненаденжость ( )P S′  схемы S′  удо-

влетворяет неравенству: ( ) 45P S ′ ≤ ε . 

По схеме S′  построим схему ( )S′ψ . Используя теорему 1 и условие 

1 /1000ε ≤ , оценим ненадежность схемы ( )S′ψ : 

2 2 2 2 13770
( ( )) 9 36·45 6·45 9 13770 9 23 .

1000
P S′ψ ≤ ε + ε + ε ≤ ε + ε ≤ ε + ε ≤ ε  

По схеме ( )S′ψ  построим схему 2( )S′ψ . Используя теорему 1 и усло-

вие 1 /1000ε ≤ , оценим ненадежность схемы 2( )S′ψ : 

2 2 2 2 2 1680
( ( )) 9 36·23 6·23 9 1680 9 10,68 11 .

1000
P S ′ψ ≤ ε + ε + ε ≤ ε + ε ≤ ε + ε ≤ ε ≤ ε  

Таким образом, для 1n =  теорема верна. 
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2. Пусть утверждение теоремы верно для функций 1( )nf x −  с числом 

переменных ( 1)n − . Докажем, что оно верно для функций ( )nf x . Разложим 

функцию 1 1( ,... , )n nf x x x−  по переменной nx , используя лемму 1: 

1 1 0 1 1 1 1 1( ,..., , ) ( ) & ( ,..., ,0) ( ) & ( ,..., ,1)n n n n n nf x x x J x f x x J x f x x− − −= ∨ ∨  

2 1 1 3 1 1( ) & ( ,..., ,2) ( ) & ( ,..., ,3).n n n nJ x f x x J x f x x− −∨ ∨  

Используя это разложение, построим схему C, реализующую функцию 

( )nf x , причем 0S  – схема, реализующая функцию 0 1 1( ,..., ,0)nf f x x −= , 1S  – 

схема, реализующая функцию 11 1( ,..., ,1)nf f x x −= ; 2S  – схема, реализующая 

функцию 12 1( ,..., ,2)nf f x x −= ; 3S  – схема, реализующая функцию 

3 1 1( ,..., ,3).nf f x x −=  

В схеме C выделим подсхему A, состоящую из 11 элементов, выход  
которой является выходом схемы C, а на входы подаются значения  

nx , 0 1 1( ,..., ,0),nf f x x −=  1 1 1( ,..., ,1)nf f x x −= , 2 1 1( ,..., ,2)nf f x x −=  и 

3 1 1( ,..., ,3)nf f x x −= . 

Выделенная подсхема A состоит из 11 элементов, поэтому ее ненадеж-
ность ( ) 33P A ≤ ε . Функции 0 1 1( ,..., ,0),nf f x x −=  1 1 1( ,..., ,1)nf f x x −=  

2 1 1( ,..., ,2)nf f x x −=  и 3 1 1( ,..., ,3)nf f x x −=  по индуктивному предположению 

можно реализовать такими схемами 0 1 2, ,S S S  и 3S  соответственно, что не-

надежность каждой из них не больше 11ε . 
Если схема A  исправна, то для реализации f  она использует значение 

одной из схем, реализующих функции 0 1 2, ,f f f  и 3f . Поэтому  

( ) ( ) 11 33 11 44P C P A≤ + ε ≤ ε + ε = ε . 

По схеме C  построим схему ( )Cψ . Воспользуемся соотношением из 

теоремы 1 и оценим ненадежность схемы ( )Cψ , учитывая, что 
1

1000
ε ≤ : 

2 2 2 2 13200
( ( )) 9 36·44 6·44 9 13200 9 22,2 .

1000
P Cψ ≤ ε + ε + ε ≤ ε + ε ≤ ε + ε ≤ ε  

По схеме ( )Cψ  построим схему 2( )Cψ . Воспользуемся соотношением 

из теоремы 1 и оценим ненадежность схемы 2( )Cψ , учитывая, что 
1

1000
ε ≤ : 

22 2 2 2 3757
( ( )) 9 36·22,2 6·(22,2) 9 3757 9 12,8 .

1000
P Cψ ≤ ε + ε + ε ≤ ε + ε ≤ ε + ε ≤ ε  

По схеме 2( )Cψ  построим схему 3( )Cψ . Воспользуемся соотношени-

ем из теоремы 1 и оценим ненадежность схемы 3( )Cψ , учитывая, что 

1 /1000ε ≤ : 
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3 2 2 2 2 1444
( ( )) 9 36·12,8 6·(12,8) 9 1444 9 11 .

1000
P Cψ ≤ ε + ε + ε ≤ ε + ε ≤ ε + ε ≤ ε  

Следовательно, схема 3( )Cψ  – искомая схема D′ .  
Теорема 2 доказана. 
Теорема 3. Любую функцию 4f P∈  можно реализовать такой схемой 

D′ , что 2( ) 9 954P D′′ ≤ ε + ε  при всех (0,1 /1000]ε∈ . 

Доказательство. По теореме 2 любую функцию f  можно реализовать 

схемой D′  с ненадежностью ( ) 11P D′ ≤ ε . По схеме D′  построим схему 

( )D′ψ  и оценим ее ненадежность по теореме 1, учитывая, что 
1

1000
ε ≤ : 

2 2 2 2 1122
( ( )) 9 36 11 6 11 9 1122 9 10,122 .

1000
P D′ψ ≤ ε + ⋅ ε + ⋅ ε ≤ ε + ε ≤ ε + ε ≤ ε  

По схеме ( )D′ψ  построим схему 2( )D′ψ . Воспользуемся соотношени-

ем из теоремы 1 и оценим ненадежность схемы 2( )D′ψ , учитывая, что 

1 /1000ε ≤ : 

2 2 2 2 2( ( )) 9 36 10,122 6 (10,122) 9 979,13 9,98 .P D′ψ ≤ ε + ⋅ ε + ⋅ ε ≤ ε + ε ≤ ε  

По схеме 2( )D′ψ  построим схему 3( )D′ψ . Воспользуемся соотношени-

ем из теоремы 1 и оценим ненадежность схемы 3( )D′ψ , учитывая, что 

1 /1000ε ≤ : 

3 2 2 2 2 957
( ( )) 9 36 9,98 6 (9,98) 9 957 9 9,957 .

1000
P D′ψ ≤ ε + ⋅ ε + ⋅ ε ≤ ε + ε ≤ ε + ε ≤ ε  

По схеме 3( )D′ψ  построим схему 4( )D′ψ . Воспользуемся соотношени-

ем из теоремы 1 и оценим ненадежность схемы 4( )D′ψ , учитывая, что 

1 /1000ε ≤ : 

4 2 2 2 2 2( ( )) 9 36 9,957 6 (9,957) 9 953,31 9 954 .P D′ψ ≤ ε + ⋅ ε + ⋅ ε ≤ ε + ε ≤ ε + ε  

Следовательно, схема 4( )D′ψ  – искомая схема D′′ .  
Теорема 3 доказана. 
Из теоремы 3 следует, что любую функцию из 4P  можно реализовать 

схемой, ненадежность которой асимптотически (при 0ε→ ) не больше 9ε . 

Нижняя оценка ненадежности схем 

Для получения нижних оценок ненадежности схем используется  
теорема 4. 

Теорема 4. Пусть ( )nf x  – произвольная функция, которая принимает 

четыре значения 0, 1, 2, 3; S  – любая схема, ее реализующая. Пусть подсхема 
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A  схемы S  содержит выход схемы S  и реализует функцию ( )myϕ   с нена-

дежностью ( ) 1 / 2P A ≤ . Пусть 
0

0

0 0( ) 0
min ( , )m

m

m
bb

p P A bϕ ≠= 
 , где 0

mb  такой вход-

ной набор схемы A, что 0( ) 0mbϕ = ; 
1

1 1( ) 1
1

min ( , )m
m

bm
p P A b

b
ϕ ≠=  


, где 1

mb  такой 

входной набор схемы A , что 1( ) 1mbϕ = ; 
2

2

2 2( ) 2
min ( , )m

m

m
bb

p P A bϕ ≠= 
 , где 2

mb  

такой входной набор схемы A, что 2( ) 2mbϕ = ; 
3

3

3 3( ) 3
min ( , )m

m

m
bb

p P A bϕ ≠= 
 , где 

3
mb  такой входной набор схемы A, что 3( ) 3mbϕ = . 

Тогда вероятности ошибок на выходе схемы S  удовлетворяют нера-
венствам: 

0( ) 0
( , )n

n
f a

P S a p≠ ≥  , если ( ) 0nf a = ; 

1( ) 1
( , )n

n
f a

P S a p≠ ≥  , если ( ) 1nf a = ; 

2( ) 2
( , )n

n
f a

P S a p≠ ≥  , если ( ) 2nf a = ; 

3( ) 3
( , )n

n
f a

P S a p≠ ≥  , если ( ) 3nf a = . 

Доказательство. Пусть na  такой входной набор схемы S , что 

( ) 0nf a = . В зависимости от набора na  и неисправностей в схеме на входы 

схемы A поступает некоторый набор длины m  с компонентами из множества 

{0,1,2,3}. Обозначим множество всех таких наборов через ( )nM a . Разобьем 

множество ( )nM a  на подмножества ( ) { | ( ) },n m mM a c c ii = ϕ =    {0,1,2,3}i∈ . 

Обозначим через ( )nv ai   вероятность появления на входах схемы A набора из 

множества ( )nM ai  . Очевидно, что  

( ) 0nv ai ≥  и 10 2 3( ) ( ) ( ) ( ) 1n n nnv a v a v a v a+ + + =    . 

Найдем вероятность 0( , )nP S a  появления 0 на выходе схемы S: 

0 0 0 1 2 3( , ) ( )(1 ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )n n n n nP S a v a p v a P A v a P A v a P Ai ≤ − + + + =      

( ) ( )1 2 3 0 1 2 31 ( ) ( ) ( ) (1 ) ( ) ( ) ( ) ( )n n n n n nv a v a v a p v a v a v a P A= − − − − + + + =       

0 1 2 3 01 ( ( ) ( ) ( ))(1 ( )).n n np v a v a v a p P A= − − + + − −    

Тогда вероятность появления ошибки на выходе схемы S удовлетворяет 
неравенству 
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( )( )0 1 2 3 0( ) 0
( , ) ( ) ( ) ( ) 1 ( )n

n n n n
f a

P S a p v a v a v a p P A≠ ≥ + + + − − ≥      

( )( )0 1 2 3 0( ) ( ) ( ) 1 2 ( ,)n n np v a v a v a P A p≥ + + + − ≥    

поскольку ( ) 1 / 2P A ≤ . 

Аналогично проверяются три других неравенства из формулировки 
теоремы. 

Теорема 4 доказана. 
Следствие 1. 0 1 2 3( ) max{ , , , }.P S p p p p≥  

Пусть f  – функция, которая принимает четыре значения: 0, 1, 2, 3. 

Пусть S  – любая схема, реализующая функцию f , и пусть в схеме S  можно 

выделить подсхему D , которая имеет один вход, содержит выход схемы S  и 
реализует либо тождественную функцию y , либо 1 ( mod 4)y + , либо 

2 ( mod 4)y + , либо 3 ( mod 4)y + , т.е. реализует некоторую функцию 

( mod 4), {0,1,2,3}y j j+ ∈ . Обозначим через C  подсхему, получаемую из 

схемы S  удалением подсхемы D . 
Будем говорить, что схема C  надежнее схемы S  (и получается из схе-

мы S  удалением подсхемы D ), если выполнено неравенство ( ) ( )P C P S< . 

Пусть ( )nf x  – функция, которая принимает четыре значения 0, 1, 2, 3. 

Схему S , реализующую функцию ( )nf x , будем называть bc-схемой, 

если из нее нельзя получить более надежную схему удалением подсхемы, ре-
ализующей некоторую функцию ( mod 4)y j+ , {0,1,2,3}j∈ , т.е. либо тожде-

ственную функцию y, либо 1 ( mod 4)y + , либо 2 ( mod 4)y + , либо 

3 ( mod 4)y + ). 

Обозначим через ( )nh x  функцию, которую реализует схема C , а через 

, {0,1,2,3}iw i∈ , – вероятность появления ошибки на выходе схемы D  при 

поступлении на ее вход значения i . Очевидно, что ( ) ( ) ( mod 4).n nf x h x j= +   

Справедлива теорема 5. 
Теорема 5. Пусть схема S , ненадежность которой равна ( )P S , реали-

зует функцию f  и является bc-схемой. Пусть в схеме S можно выделить под-

схему D, имеющую один вход, содержащую выход схемы и реализующую 
некоторую функцию ( mod 4), {0,1,2,3}y j j+ ∈ , с такими вероятностями 

ошибок 0 1 2 3, , ,w w w w , что 0 1 2 30 1w w w w< + + + < . Тогда верно неравенство  

0 1 2 3
min ( ),iw

P S
w w w w

 
≤ + + + 

 

где минимум берется по {0,1,2,3}i∈ . 

Доказательство (от противного). Пусть для функции f  выполнены 

условия теоремы. Без ограничения общности можно считать, что функция f  

зависит от n  переменных 1,..., nx x , т.е. ( )nf f x=  . Пусть подсхема D  реали-
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зует некоторую функцию ( {0,1,2,3})y j j+ ∈ , а схема C , получаемая из 

схемы S  удалением подсхемы D , реализует функцию ( )nh x . Тогда для 

функций ( ), ( )n nf x h x   и числа j  верно равенство ( ) ( )n nh x j f x+ =  . 

Допустим, что утверждение теоремы неверно, тогда при всех 

{0,1,2,3}i∈  верно неравенство 
30 1 2

( ),iw
P S

w w w w
>

+ + +
 из которого получа-

ем соотношение 

0 1 2 3

0 1 2 3 0 1 2 3

(1 )
( ) .i i

i i
w w w w w w

w P S w
w w w w w w w w

− − − −− = > −
+ + + + + +

 

Следовательно,  

 
0 1 2 3 0 1 2 3

( )
.

1
i iw P S w

w w w w w w w w

−>
+ + + − − − −

  (1) 

Пусть na  – произвольный входной набор схемы S , пусть ( )nf a = τ  и 

( )nh a u= . Тогда ( mod 4)u jτ = + . Найдем вероятность ( , )nP S aτ   появления 

τ  на выходе схемы S : 

1( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , 1)n n n
u uP S a P C a P D u P C a P D uτ τ + τ= + + +    

2 3( , ) ( , 2) ( , ) ( , 3)nn
u uP C a P D u P C a P D u+ τ + τ+ + + + =   

1( , )(1 ) ( , ) ( , 1)n n
u uP C a w P C a P D uτ + τ= − + + +   

2 3( , ) ( , 2) ( , ) ( , 3)n n
u uP C a P D u P C a P D u+ τ + τ+ + + + =   

1 2 3(1 ( , ) ( , ) ( , ))nn n
u u uP C a P C a P C a+ + += − − − =    

(1 )wτ= − 1 2( , ) ( , 1) ( , ) ( , 2)n n
u uP C a P D u P C a P D u+ τ + τ+ + + + +   

3 1( , ) ( , 3) 1 ( , )( ( , 1) 1)n n
u uP C a P D u w P C a w P D u+ τ τ + τ τ+ + = − + + + − +   

2 3( , )( ( , 2) 1) ( , )( ( , 3) 1).n n
u uP C a w P D u P C a w P D u+ τ τ + τ τ+ + + − + + + −   

Тогда вероятность появления ошибки на выходе схемы S  равна: 

1( )
( , ) ( , )(1 ( , 1))n

n n
uf a

P S a w P C a w P D uτ + τ τ≠τ = + − − + +    

2 3( , )(1 ( , 2)) ( , )(1 ( , 3))n n
u uP C a w P D u P C a w P D u+ τ τ + τ τ+ − − + + − − + ≥   

0 1 2 3 1 2 3(1 )( ( , ) ( , ) ( , ))n n n
u u uw w w w w P C a P C a P C aτ + + +≥ + − − − − + + =    

10 2 3(1 ) ( ),w w w w w P Cτ= + − − − −   

т.е. верно неравенство  
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 0 1 2 3( )
( , ) (1 ) ( ).n

n
f a

P S a w w w w w P Cτ≠τ ≥ + − − − −    (2) 

Из соотношения (2) следует неравенство: 

 ( )

0 1 2 3

( , )
( ).

1

n
n

f a
P S a w

P C
w w w w

≠τ − τ ≥
− − − −
 

  (3) 

Учитывая (3) и (1), имеем 

( )

0 1 2 3 0 1 2 3 0 1 2 3

( , ) ( )
( ) .

1 1

n
n

f a
P S a w P S w w

P C
w w w w w w w w w w w w

τ≠τ τ τ
− −≤ ≤ <

− − − − − − − − + + +
 

 

Тогда 

 20 1 3( )( ) .P C w w w w wτ− + + + > −   (4) 

Из неравенства (2), учитывая (4), следует 

0 1 2 3( )
( , ) ( )(1 )nf a

P S a w P C w w w wτ≠τ ≥ + − − − − =   

20 1 3( ) ( )( ) ( ) ( ),w P C P C w w w w w P C w P Cτ τ τ= + − + + + > + − =  

т.е. 
( )

( , ) ( )n
nf a

P S a P C≠τ >  . Следовательно, ( ) ( )P S P C> , что противоречит 

условию. 
Теорема 5 доказана. 
Обозначим через ( )K n  множество таких функций четырехзначной ло-

гики, зависящих от переменных 1,..., ( 3)nx x n ≥ , что каждая из этих функций 

принимает все три значения 0, 1, 2, 3 и не представима ни в виде ( )n
kx h x∨  , 

ни в виде ( )& ,n
kx h x  ( {1,2,..., }k n∈ , ( )nh x  – произвольная функция четы-

рехзначной логики). Пусть 
3

( ).
n

K K n
∞

=
=   

Утверждение 1. 
14 3 4 4| ( ) | 4 2 4 4 3 .

n n n
K n n

−⋅≥ − − ⋅  

Доказательство. Сначала найдем число функций, представимых в виде 

( )& ,n
kx h x  ( {1,2,..., }k n∈ , ( )nh x  – произвольная функция четырехзначной 

логики). Для этого разложим функцию ( )& n
kx h x  по переменной kx , ис-

пользуя лемму 1: 

0 1 1 1 & ( ) ( ) & 0 & ( ,..., ,0, ,..., )n
k k k k nx h x J x h x x x x− += ∨  

1 1 1 1( ) & 1  & ( ,..., ,1, ,..., )k k k nJ x h x x x x− +∨ ∨  

2 1 1 1( ) & 2 & ( ,..., ,2, ,..., )k k k nJ x h x x x x− +∨ ∨  

3 1 1 1( ) & 3 & ( ,..., ,3, ,..., )k k k nJ x h x x x x− +∨ =  

1 1 1 1( ) & 1 & ( ,..., ,1, ,..., )k k k nJ x h x x x x− += ∨  
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2 1 1 1( ) & 2 & ( ,..., ,2, ,..., )k k k nJ x h x x x x− +∨ ∨  

3 1 1 1( ) & ( ,..., ,3, ,..., )k k k nJ x h x x x x− +∨ . 

Тогда число функций, представимых в виде ( )& ,n
kx h x  не больше 

1 1 1 14 4 4 3 44 4 4 4
n n n n

n n
− − − −⋅⋅ ⋅ = . 

Теперь найдем число функций, представимых в виде ( )n
kx h x∨  , 

{1,2,..., }k n∈ , ( )nh x  – произвольная функция четырехзначной логики. Для 

этого разложим функцию ( )n
kx h x∨   по переменной kx , используя лемму 1: 

0 1 1 1( ) ( ) & [0 ( ,..., ,0, ,..., )]n
k k k k nx h x J x h x x x x− +∨ = ∨ ∨  

1 11 1( ) & [1 ( ,..., ,1, ,..., )]k k k nJ x h x x x x− +∨ ∨ ∨   

1 12 1( ) & [2 ( ,..., ,2, ,..., )]k k k nJ x h x x x x− +∨ ∨ ∨  

1 13 1( ) & [3 ( ,..., ,3, ,..., )]k k k nJ x h x x x x− +∨ ∨ =  

0 1 1 1( ) & ( ,..., ,0, ,..., )k k k nJ x h x x x x− += ∨  

1 1 1 1( ) &[1 ( ,..., ,1, ,..., )  ]k k k nJ x h x x x x− +∨ ∨ ∨  

2 1 1 1 3( ) &[2 ( ,..., ,2, ,..., )] ( ).k k k n kJ x h x x x x J x− +∨ ∨ ∨  

Тогда число функций, представимых в виде ( )n
kx h x∨  , не больше, чем 

1 1 1 14 4 4 3·44 4 4 4
n n n n

n n
− − − −
⋅ ⋅ = . 

Таким образом, число функций, представимых в виде ( )& n
kx h x  или 

( )n
kx h x∨  , не больше, чем 

13·42 4
n

n
−

. 
Наконец, рассмотрим функции, принимающие не больше трех значений 

из множества {0,1,2,3}. Очевидно, их число не больше 3 4 4
4 3 4 3 .

n n
C ⋅ = ⋅  Заме-

тим, что среди этих функций содержатся все константы 0, 1, 2, 3. 
Следовательно, число функций, не принадлежащих классу ( )K n , не 

больше 
13·4 42 4 4 3

n n
n

−
+ ⋅ . Поэтому 

14 3 4 4| ( ) | 4 2 4 4 3 .
n n n

K n n
−⋅≥ − − ⋅  

Утверждение 1 доказано. 
Из утверждения 1 следует, что класс ( )K n  содержит почти все функ-

ции четырехзначной логики из 4( )P n , поскольку 

13 4 4

4

2 4
i

4 3
0.

4
l m

n n

n
n

n
−⋅

→∞

+ ⋅ =  

Справедлива теорема о нижней оценке ненадежности схем, реализую-
щих функции из класса K. 

Теорема 6. Пусть функция f K∈ . Тогда для любой схемы S , реали-

зующей f , при (0,1 /1000]ε∈  верно неравенство 2 3( ) 9 33 36P S ≥ ε − ε + ε . 

Доказательство. Пусть функция f K∈ , пусть S  – любая схема, реа-

лизующая f . Заметим, что схема S  содержит хотя бы три элемента. 
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Для ненадежности ( )P S  схемы S  верно одно из двух неравенств: либо 
2( ) 9 954P S > ε + ε  (тогда утверждение теоремы верно), либо 
2( ) 9 954P S ≤ ε + ε . 

Пусть 2( ) 9 954P S ≤ ε + ε . Без ограничения общности схему S  можно 

считать bc-схемой (иначе будем удалять из схемы S  подсхемы, реализующие 
либо тождественную функцию y , либо функцию 1y + , либо функцию 2y + , 

либо функцию 3y + , и получать более надежные схемы, реализующие функ-

ции constf +  до тех пор, пока не получим bc-схему S′′ , для которой и прове-

дем дальнейшие рассуждения, заменив S  на S′′ ).  
Обозначим через 1E  функциональный элемент, выход которого являет-

ся выходом схемы S , и в зависимости от приписанных ему базисных функ-
ций рассмотрим следующие варианты. 

1. Пусть элементу 1E  приписана функция & . Поскольку f K∈ , входы 

элемента 1E  соединены не с полюсами, а с выходами некоторых элементов 

2E  и 3E . 

1.1. Пусть элементы 2E  и 3E  различны. Обозначим через D  подсхему, 

состоящую из элементов 1E , 2E  и 3E . Пусть входной набор схемы D  таков, 

что при отсутствии неисправностей в схеме D  на ее выходе появляется зна-
чение 3 (такой набор найдется, поскольку f K∈ ). 

1.1.1. Пусть выход элемента 2E  не соединен со входом элемента 3E  и 

выход элемента 3E  не соединен со входом элемента 2E . Вычислим вероят-

ность появления 3 на выходе схемы D  по формуле полной вероятности и по-

лучим: 3 2 2 3(1 3 ) 2 3 (1 3 ) (3 ) 1 9 33 36− ε + ⋅ ε − ε ε + ε ε = − ε + ε − ε . 

Тогда вероятность появления ошибки на выходе подсхемы D   

равна 2 3
3 9 33 36p = ε − ε + ε . По теореме 4 получаем неравенство 

2 3( ) 9 33 36P S ≥ ε − ε + ε , т.е. утверждение теоремы верно. 

1.1.2. Пусть выход одного из элементов, например 2E , соединен со 

входом другого элемента 3E . 

1.1.2.1. Пусть элементу 3E  приписана функция 3( )J x  или константа 3 

(иначе значение 3 не появится на выходе схемы D ), или же элементу 3E  

приписана функция двух переменных ( &  или ∨ ) и оба входа элемента 3E  

соединены с выходом элемента 2E . Вероятность появления значения 3 на 

выходе схемы D  в этих случаях равна 

22 3(1 3 ) (1 3 ) 3 3 1 9 33 36 
 − ε − ε + ε ⋅ ε + ε ⋅ ε = − ε + ε − ε . 

Тогда вероятность появления ошибки на выходе подсхемы D   

равна 2 3
3 9 33 36p = ε − ε + ε . По теореме 4 получаем неравенство 

2 3( ) 9 33 36P S ≥ ε − ε + ε , т.е. утверждение теоремы верно. 
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1.1.2.2. Пусть элементу 3E  приписана функция &  или ∨ , но только 

один из входов элемента 3E  соединен с выходом элемента 2E . Вероятность 

появления значения 3 на выходе схемы D  в этих случаях равна 

2 2 3(1 3 ) (1 3 ) 3 3 1 9 33 36 − ε − ε + ε ⋅ ε + ε ⋅ ε = − ε + ε − ε  . 

Тогда вероятность появления ошибки на выходе подсхемы D   

равна 2 3
3 9 33 36p = ε − ε + ε . По теореме 4 получаем неравенство 

2 3( ) 9 33 36P S ≥ ε − ε + ε , т.е. утверждение теоремы верно. 

1.2. Пусть элементы 2E  и 3E  совпадают, т.е. оба входа элемента 1E  

соединены с выходом элемента 2E . Обозначим через D  подсхему, состоя-

щую из элемента 1E . Очевидно, что схема D  реализует тождественную 

функцию, а вероятности появления ошибок на выходе схемы D  равны: 

20 1 3 3w w w w= = = = ε . По теореме 5 справедливо неравенство 
23 / (12 ) 9 954 ,ε ε ≤ ε + ε  что неверно, поскольку при 1 /1000ε ≤  верно неравен-

ство: 21 / 4 9 9 954 .> ε > ε + ε  
Полученное противоречие означает, что рассматриваемая схема не мо-

жет быть подсхемой bc-схемы S. 
2. Пусть элементу 1E  приписана функция ∨ . Поскольку f K∈ , входы 

элемента 1E  соединены не с полюсами, а с выходами некоторых элементов 

2E  и 3E . 

2.1. Пусть элементы 2E  и 3E  различны. Обозначим через D  подсхему, 

состоящую из элементов 1E , 2E  и 3E . Пусть входной набор схемы D  таков, 

что при отсутствии неисправностей в схеме D  на ее выходе появляется зна-
чение 0 (такой набор найдется, поскольку f K∈ ). 

2.1.1. Пусть выход элемента 2E  не соединен со входом элемента 3E  и 

выход элемента 3E  не соединен со входом элемента 2E . Вычислим вероят-

ность появления 0 на выходе схемы D  по формуле полной вероятности и по-

лучим: 3 2 2 3(1 3 ) 2·3 (1 3 ) (3 ) 1 9 33 36 .− ε + ε − ε ε + ε ε = − ε + ε − ε  Тогда вероятность 

ошибки на выходе подсхемы D равна 2 3
0 9 33 36p = ε − ε + ε . По теореме 4 по-

лучаем неравенство 2 3( ) 9 33 36P S ≥ ε − ε + ε , т.е. утверждение теоремы верно. 

2.1.2. Пусть выход одного из элементов, например 2E , соединен со 

входом другого элемента 3E . 

2.1.2.1. Пусть элементу 3E  приписана одна из функций ( ),iJ x  
  {1,2,3}i∈  или константа 0 (иначе значение 0 не появится на выходе схемы 

D ), или же элементу 3E  приписана функция двух переменных ( &  или ∨ )  

и оба входа элемента 3E  соединены с выходом элемента 2E . Вероятность 
появления значения 0 на выходе схемы D  в этих случаях равна  

2 2 3(1 3 ) (1 3 ) 3 3 1 9 33 36 − ε − ε + ε ⋅ ε + ε ⋅ ε = − ε + ε − ε  . 
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Тогда вероятность появления ошибки на выходе подсхемы D  равна 
2 3

0 9 33 36p = ε − ε + ε . По теореме 4 получаем неравенство 
2 3( ) 9 33 36P S ≥ ε − ε + ε , т.е. утверждение теоремы верно. 

2.1.2.2. Пусть элементу 3E  приписана функция &  или ∨ , но только 

один из входов элемента 3E  соединен с выходом элемента 2E . Вероятность 
появления значения 0 на выходе схемы D  в этих случаях равна 

2 2 3(1 3 ) (1 3 ) 3 3 1 9 33 36 − ε − ε + ε ⋅ ε + ε ⋅ ε = − ε + ε − ε  . 

Тогда вероятность появления ошибки на выходе подсхемы D  равна 
2 3

0 9 33 36p = ε − ε + ε . По теореме 4 получаем неравенство 
2 3( ) 9 33 36P S ≥ ε − ε + ε , т.е. утверждение теоремы верно. 

2.2. Пусть элементы 2E  и 3E  совпадают, т.е. оба входа элемента 1E  

соединены с выходом элемента 2E . Обозначим через D  подсхему, состоя-

щую из элемента 1E . Очевидно, что схема D  реализует тождественную 
функцию, а вероятности появления ошибок на выходе схемы D  равны: 

0 1 2 3 3w w w w= = = = ε . По теореме 5 справедливо неравенство 
23 / (12 ) 9 954 ,ε ε ≤ ε + ε  что неверно, поскольку при 1 /1000ε ≤  

21 / 4 9 9 954 .> ε > ε + ε  

Полученное противоречие означает, что рассматриваемая схема не мо-
жет быть подсхемой bc-схемы S. 

3. Пусть элементу 1E  приписана любая из функций ( )iJ x  или констан-
та ( , {0,1,2,3})j i j∈ . Тогда схема S  реализует либо функцию, принимающую 
только два значения 0 и 2, либо константу j , что противоречит условию 
f K∈ . 

Теорема 6 доказана. 
Следовательно, любая схема, реализующая функцию f K∈ , функцио-

нирует с ненадежностью, которая асимптотически (при 0ε→ ) не меньше 9ε . 
Это означает, что схема, реализующая функцию f K∈  и удовлетворяющая 
условиям теоремы 3, является асимптотически оптимальной по надежности и 
функционирует с ненадежностью, асимптотически равной 9ε  при 0ε→ . 

Выводы 

1. Любую функцию из 4P  можно реализовать схемой, функционирую-
щей с ненадежностью, асимптотически (при 0ε→ ) не больше 9ε  (теорема 3). 

2. Любую функцию из класса K  (содержащего почти все функции из 

4P ) нельзя реализовать схемой с ненадежностью, асимптотически (при 

0ε→ ) меньше 9ε  (теорема 6). 
3. Схема, реализующая функцию f K∈  и удовлетворяющая условиям 

теоремы 3, является асимптотически оптимальной по надежности и функцио-
нирует с ненадежностью, асимптотически равной 9ε  при 0ε→ . 
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Таким образом, в базисе Россера – Туркетта: 
1) любую функцию четырехзначной логики можно реализовать схемой, 

ненадежность которой асимптотически (при 0ε→ ) не больше 9ε ; 
2) для почти любой функции такая схема является асимптотически оп-

тимальной по надежности и функционирует с ненадежностью, асимптотиче-
ски равной 9ε  при 0ε→ . 
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